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Relacion de problemas
Numeros y funciones. Continuidad y limite funcional.

Problema 1. Calcula para qué valores dese verifica que ZXX
Problema 2. Discute la validez de las relaciones:

L X =yl = |x=y]|

2. |X=5 < |x+1]
Problema 3. ¢ Es cierto que & Xx+y—xy<1 siempreque &x<1, 0<y<1?

Problema 4. Sabiendo qua+b > c+d, a> b, ¢c > d; ¢se verifica necesariamente alguna de las
desigualdadesa > ¢, a>d, b> c o b> d? Dar una prueba o un contraejemplo en cada caso.

Problema 5. Pruébese cada una de las siguientes desigualdades y @igasela caso, cuando se
da la igualdad.

) 2xy < x2+y2.

i) 4xy < (x+y)2.

ii) X2+ xy+y2>0.

iv) (a2+a+1)(b?+b+1)(c?4c+ 1) > 27abc dondea > 0,b > 0,c > 0.

Sugerencia: para probar i) considérége- y)2. Las demas desigualdades pueden deducirse
dei).

<1+1siem reque Xa<x<bhb
a+b—x a b bre q '

o . 1
Problema 6. (dificil) Pruébese que):—( +

Problema 7. Probar usando induccion:

n(n+1
(a) 1+2+3+~--+n=%
() *+2°+--+n¥=(142+---4n)?
an+l_1
c) 1+a+a+a’+-+a'=——F a
© 1 ‘e’ =7 #1

d) Vn<14+1/vV2+1/V3+---+1/y/n<2yn



Problema 8. SeanA, B conjuntos no vacios de nimeros reales. Supongamoa guzpara todo
ac Ay para todd € B. Probar que sufs < infB.

Nota: Para probar desigualdades en las que intervienen supremfisos las
siguientes observaciones, aunque evidentes, puederlssr Gt

SeaC C R un conjunto no vacio.

(I) Si queremos probar que un nimero realerifica que sufC) < x, lo que
tenemos que hacer es probar ques un mayorante dé.

(I) Si queremos probar que un numero reaberifica quex < inf(C), lo que
tenemos que hacer es probar ques un minorante d€.

Problema 9. SeanA, B, conjuntos no vacios y acotados de nimeros reales. Definamos
A—B={a—b:acA beB}; AB={ab:acA beB}
Pruébese que s — B) = supA—infB y, supuesto quéA C R y B C R*, probar que
Sup(AB) = supA supB.

Problema 10. (dificil) Seaf : [0,1] — [0, 1] una funcion creciente. Demostrar que existe[0, 1]
tal quef(x) = x.

Problema 11. Simplificar las expresiones

1. senfxcogy+ costtx serfy.

5 coshlogx) + sentflogx)
. < :

Problema 12. Probar que log+ v/'1+ x?) +log(v'1+x?—x) = 0.

Problema 13. Seaf: [a,b] — R continua. Supongamos qae< f(x) < b para todox en [a,b].
Pruébese que hay algun pumte [a,b] tal quef(c) =c.

Problema 14. Un corredor recorre 6 kilbmetros en 30 minutos. Demuésimaseen algin mo-
mento de su carrera recorre 1 kildmetro en exactamente Jasinu

Problema 15. Un reloj averiado marca inicialmente un tiempp El reloj puede adelantar o
atrasar, pero cuenta con exactitud periodos de 12 horascesmhsadas 12 horas el reloj marca
un tiempotg + 12 horas. Demuéstrese que en algiin momento dicho reloj midexactitud una
hora.

Problema 16. Sea f:[0,1] — R continua verificando quéf(s) — f(t)| > |s—t| para todos
ste[0,1], y f({0,1}) = {0,1}. Pruébese que o bien €§x) = x para todox € [0,1], o bien
es f(x) = 1—x para todaxe [0, 1].

Problema 17. Sea f: [a,b] — R una funcion continua verificando qudga) < 0, f(b) <0y
f(c) > 0 para algunc €]a,b]. Pruébese que existen dos nimeups tales quea < u<v<Db,
f(u)=f(v) =0y f(x) > 0 para todox€]u, V[.

Problema 18. Justifiquese que una funcién polinémica de grado par o B@mza un maximo
enR o bien alcanza un minimo absolutoRn



Problema 19. Demostrar que toda funcion polinémica de grado impar tidmaemos una raiz
real.

Problema 20. Probar que la ecuacion(tg = x tiene infinitas soluciones.

Problema 21. Probar que la ecuacion
X+ e +arctgx =0
tiene una sola raiz real. Dar un intervalo de longitud unol gue se encuentre dicha raiz.

Problema 22. Seaf: R — R continua y decreciente. Pruébese que hay un Unico puaiR tal
que f(a) = a.

Problema 23. 1. Dar un ejemplo de una funcién continua cuya imagen no s@aemalo.

2. Dar un ejemplo de una funcién definida en un intervalo cmagen sea un intervalo y que
no sea continua.

3. Dar un ejemplo de una funcién continua en tdlono constante y cuya imagen sea un
conjunto (obligatoriamente un intervalo) acotado.

4. Dar un ejemplo de una funcion continualéri] tal quef(]0,1[) no sea acotado.

5. Dar un ejemplo de una funcion continua definida en un iaterabierto acotado y cuya
imagen sea un intervalo cerrado y acotado.

6. ¢Puede existir una funcién definida en tfj@ontinua en un punts, y que no tenga signo
constante en ningun intervalo centrado en dicho punto?



